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Предисловие автора перевода 
 
Автор перевода в течение последних десяти лет активно занимается вопросами 

проектирования и применения пассивных электронных компонентов с фрактальным им-

педансом.  

В настоящее время существует творческий коллектив, в результате работы которо-

го созданы программы анализа и синтеза конструкций электронных компонентов с фрак-

тальным импедансом на основе многослойных неоднородных резистивно-емкостных сред, 

изготовлены и проверены экспериментальные толстопленочные электронные компонен-

ты. На их основе испытаны схемы интеграторов и дифференциаторов дробного порядка, 

мультивибратора и генератора гармонических колебаний дробного порядка. Созданы ма-

тематические модели ПИД-регуляторов дробного порядка и выполнена имитация работы 

системы управления на основе ПИД-регулятора дробного порядка. 

Для популяризации новой элементной базы и возможностей ее применения создан 

сайт: www.rifek.ru, на котором можно найти информацию о деятельности группы по раз-

работке и исследованию фрактальных электронных компонентов, и при желании принять 

участие в работе группы. 

Автор перевода не профессиональный переводчик, поэтому не гарантирует высо-

кое литературное качество перевода. Но, занимаясь долгое время проблемами, изложен-

ными в данной книге, гарантирует хорошее качество передачи смысла переводимого тек-

ста. 

В дополнение к материалу этой книги читателю можно порекомендовать расши-

рить свои познания в области электронных компонентов с фрактальным импедансом, ска-

чав файл: Гильмутдинов А.Х., Ушаков П.А. Радиоэлементы с фрактальным импедансом, 

выложенную в разделе Электроника на сайте www.twirpx.com.  

Перевод выполнен для личных целей, но, учитывая практически полное отсутствие 

литературы о фрактальных элементах и ПИД-регуляторах дробного порядка на русском 

языке, автор перевода счел целесообразным познакомить с этой информацией лиц, инте-

ресующихся данной тематикой. 

Автор перевода не несет ответственности за возможное использование текста пере-

вода кем-то из читателей в своих коммерческих интересах. 
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Глава 1 
 
ВВЕДЕНИЕ 
 

Идея дробных исчислений появилась в то же самое время, с которого 

развивается и обычное исчисление, первые ссылки на которые вероятно ас-

социируются с перепиской между Лейбницем (Leibniz) и Лопиталем (L'Hos-

pital) в 1695, в которой обсуждается дифференцирование половинного по-

рядка. 

Дробные исчисления использовались для моделирования физических 

систем (например, [24, 25, 43, 55]), но можно назвать и несколько работ, ка-

сающихся применения дробного исчисления в теории управления (например, 

[2, 23, 26, 34, 44]). Эти работы используют непрерывные математические мо-

дели дробного порядка. 

Реальные объекты в общем случае являются дробными [50], однако для 

многих из них эта дробность очень мала. Типичным примером системы не 

целого (дробного) порядка является зависимость ток-напряжение полубеско-

нечной передающей RC-линии без потерь или диффузия тепла в полубеско-

нечном твердом теле, где тепловой поток равен производной половинного 

порядка от температуры [43]. 

Основной причиной использования этих моделей было отсутствие ме-

тодов решения дифференциальных уравнений дробного порядка. Контролле-

ры целого или дробного порядка, спроектированные на основе математиче-

ской модели целого порядка реальной системы дробного порядка являются 

адекватными. Имеются существенные отличия между откликами управляе-

мой системы с моделью системы целого порядка и реальной управляемой 

системой [7]. Мы должны идентифицировать и описывать реальный объект 

моделями дробного порядка и затем проектировать контроллер. Первое пре-

имущество состоит в том, что мы имеем больше степеней свободы модели. 

Второе преимущество – это наличие "памяти" в модели. Системы дробного 

порядка имеют неограниченную память, в то время как в случаях систем це-
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лого порядка память ограничена. Следовательно, нам нужен элемент, харак-

теризующий память (например, дробный интеграл или производная) в моде-

ли дробного порядка. Этот элемент памяти обеспечивает историю и ее связь 

с прошлым и будущим. 

Цель этой книги – демонстрация возможностей проектирования, реали-

зации и настройки более общей модели классического аналогового ПИД кон-

троллера (аналоговой модели дробного порядка), используя дробные исчис-

ления. Мы будем называть их PIλDδ контроллерами [7, 40, 42]. Роль аналого-

вых контроллеров явно недооценена, особенно в случае быстропротекающих 

процессов [12]. 
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Глава 2 

 
ОСНОВЫ ДРОБНЫХ ИСЧИСЛЕНИЙ 
 
Введение в дробные исчисления 
 
Дробные исчисления являются обобщением обычного интегрирования 

и дифференцирования к фундаментальному оператору не целого порядка 
α
ta D , где а и t – пределы операции. Непрерывный оператор интегрирова-

ния/дифференцирования определяется как 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>ℜ

>ℜ

>ℜ

=

∫ ,0)(    )(

,0)(               1

,0)(          

ατ

α

α

α

α

α

α

t

a

ta

d

dt
d

D  

где α − порядок операции, обычно α ∈ R. 

Для обобщенного дробного интегрирования/дифференцирования 

(ДИД) используется два определения: (Grünwald-Letnikov) Грюнвальда-

Летникова (ГЛ) и (Riemann-Liouville) Римана-Лиувилля (РЛ) [32, 43]. Опре-

деление по ГЛ представляется выражением 

∑
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=

−

→
−−=

h
at

j
j

j
hta jhtfhtfD

00
),()()1(lim)( ααα  

где [x] обозначает целую часть х. 

В этой книге мы будем рассматривать определение ДИД только по РЛ. 

Это связано с тем, что для широкого класса функций оба определения ГЛ и 

РЛ эквивалентны [43]. 

Другие хорошо известные определения ДИД: (Caputo's) Капуто, 

(Weyl's) Вейля и (Fourier's) Фурье. 

 

(2.1) 

(2.2) 
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Дробные интегралы и производные Римана-Лиувилля  

Определения 

В этой работе используется определение интегралов и дифференциалов 

по РЛ. Для случая 0 < α < 1 и f(t), отвечающих условию f(t) = 0 для t < 0, 

дробный интеграл определяется как: 

,0  ,10
)(
)(

)(
1)(

0
1

><<
−Γ

= ∫ −

t

d
t

ftfD
t

ta

α

τ
τ
τ

α α
α

 

а выражение для производной дробного порядка имеет вид: 

  ,1
)(

)(
)(

1)(
0

1

nn

d
t

f
dt
d

n
tfD

t

nn

n

ta

<<−
−−Γ

= ∫ +−

α

τ
τ
τ

α α
α

 

где Г(⋅) Эйлеровская гамма функция. 

 

Свойства 

Основные свойства дробных интегралов и производных следующие: 

1. Если f(z) является аналитической функцией z, то ее дробная 

производная )(zfDza
α  является аналитической функцией z и α. 

2. Для α = n, где n – целое число, операция )(zfDza
α  дает тот же 

самый результат, как и классическое интегрирование и диффе-

ренцирование порядка n. 

3. Для α = 0 операция )(0 zfDz
α  идентична операции: 

)()(0
0 zfzfDz =  

4. Дробное интегрирование и дифференцирование являются ли-

нейными операциями:  

)()()]()([ 000 zgDbzfDazbgzafD zzz
ααα +=+ . 

5. Закон сложения индексов (полугрупповое свойство) 

)()()( 00000 zfDzfDDzfDD zzzzz
βααββα +==  

(2.3) 

(2.4) 
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справедливо при некоторых разумных ограничениях функции f(z). 

 

Метод преобразования Лапласа 

Метод преобразования Лапласа является широко распространенным 

инструментом решения инженерных задач. В этом разделе мы вспомним не-

которые базовые положения преобразования Лапласа целого порядка, а затем 

по аналогии рассмотрим эти положения для преобразования Лапласа дробно-

го порядка.  

Основные понятия о преобразовании Лапласа 

Функция F(s) комплексной переменной s, определенная как 

∫
∞

−==
0

)(});({)( dttfestfLsF st  

называется преобразованием Лапласа функции f(t), которая называется ори-

гиналом. Для существования интеграла (2.5) функция f(t) должна быть экс-

понентой порядка α, которая означает, что существуют положительные кон-

станты М и Т такие, что 

Mtfe t ≤− |)(|α  для всех t > T. 

Другими словами, функция f(t) не должна расти быстрее, чем опреде-

ленная экспоненциальная функция при t → ∞. 

Мы будем помечать преобразования Лапласа с помощью букв верхнего 

регистра, а оригиналы – буквами нижнего регистра. 

Оригинал f(t) можно восстановить из преобразования Лапласа F(s) с 

помощью обратного преобразования Лапласа 

,)Re(    ,)(});({)( 0
1 cscdssFetsFLtf

jc

jc

st >=== ∫
∞+

∞−

−  

где с0 лежит в правой половине плоскости абсолютной сходимости интеграла 

Лапласа (2.5). 

Непосредственная оценка инверсного преобразования Лапласа с помо-

щью формулы (2.6) часто оказывается сложной; однако иногда она дает по-

(2.5) 

(2.6) 
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лезную информацию о поведении неизвестного оригинала f(t), который мы 

рассматриваем. 

Преобразование Лапласа свертки 

ττττττ dtgfdgtftgtf
tt

)()()()()()(
00

−=−=∗ ∫∫  

двух функций f(t) и g(t), которые равны нулю для t < 0, представляет собой 

произведение преобразований Лапласа этих функций: 

)()(});()({ sGsFstgtfL =∗  

при условии существования этих преобразований. Мы будем использовать 

свойство (2.8) для оценки преобразования Лапласа дробного интеграла Рима-

на-Лиувилля. 

Другое полезное свойство, которое нам понадобится – это формула для 

преобразования Лапласа производной целого порядка n функции f(t): 

,)0()()0()(});({
1

0

)1(
1

0

)(1 ∑∑
−

=

−−
−

=

−− −=−=
n

k

knkn
n

k

kknnn fssFsfssFsstfL  

которое может быть получено из определения (2.5), интегрированием по час-

тям в предположении, что соответствующие интегралы существуют. 

В последующих разделах преобразования Лапласа дробных производ-

ных мы рассмотрим при нижнем пределе а = 0. 

 

Преобразование Лапласа дробных интегралов 

Мы начнем с преобразования Лапласа дробного интеграла Римана-

Лиувилля порядка p > 0, определенного в (2.3), который можно записать как 

свертку функций g(t) = tp−1 и функции f(t): 

).()()(
)(

1)( 1

0

1
0 tftdft

p
tfD p

t
pp

t ∗=−
Γ

= −−− ∫ τττ  

Преобразование Лапласа функции tp−1 равно [11] 

.)(};{)( 1 pp spstLsG −− Γ==  

(2.7) 

(2.8) 

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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Следовательно, используя формулу для преобразования Лапласа сверт-

ки (2.8), мы получим преобразование Лапласа интегралов дробного порядка 

Римана-Лиувилля и Грюнвальда-Летникова: 

)(});({0 sFsstfDL pp
t

−− = . 

 

Преобразование Лапласа дробных производных 

Сейчас давайте переключимся на оценку преобразования Лапласа 

дробной производной Римана-Лиувилля, которое для этой цели запишем в 

форме: 

),()( )(
0 tgtfD np

t =  

).1(

,)()(
)(

1)()(
0

1)(
0

npn

dft
pk

tfDtg
t

pnpn
t

≤≤−

−
−Γ

== ∫ −−−− τττ
 

Использование формулы для преобразования Лапласа производной це-

лого порядка (2.9) дает 

∑
−

=

−−−=
1

0

)1(
0 ).0()(});({

n

k

knknp
t gssGsstfDL  

Преобразование Лапласа функции g(t) оценивается на основании (2.12) 

как: 

)()( )( sFssG pn−−= . 

Дополнительно из определения дробной производной Римана-

Лиувилля (2.4) следует что 

).()()( 1
0

)(
01

1
)1( tfDtfD

dt
dtg kp

t
pn

tkn

kn
kn −−−−

−−

−−
−− ==  

Подставляя (2.16) и (2.17) в (2.15) мы получим следующее окончатель-

ное выражение для преобразования Лапласа дробной производной Римана-

Лиувилля порядка p > 0: 

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)
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1
00
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tfDssGsstfDL
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−= ∑
−

=
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Это преобразование Лапласа дробной производной Римана-Лиувилля 

хорошо известно (см., например, [32] или [28]). Однако ее практическая при-

менимость ограничена отсутствием физической интерпретации ограничения 

величин дробных производных нижним пределом t = 0. По крайней мере, 

сейчас такая интерпретация не известна. 

 

Метод преобразования Фурье 

Важнейшие факты преобразования Фурье 

Экспоненциальное преобразование Фурье непрерывной функции h(t) 

абсолютно интегрируемой в интервале (−∞, ∞) определяется как 

∫
∞

∞−

= ,)(});({ dtthethF tj
e

ωω  

а оригинал h(t) может быть восстановлен из его преобразования Фурье He(ω) 

с помощью обратного преобразования Фурье: 

ωω
π

ω deHth tj
e

−
∞

∞−
∫= )(

2
1)( . 

Как и прежде, мы будем обозначать оригиналы строчными буквами, а 

их преобразования – прописными. 

Преобразование Фурье свертки 

ττττττ dtghdgthtgth ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

−=−=∗ )()()()()()(  

двух функций h(t) и g(t), которые определены в диапазоне (−∞, ∞), равна 

произведению их преобразований Фурье: 

)()(});()({ ωωω eee GHtgthF =∗  

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)
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при условии что He(ω) и Ge(ω) существуют. Мы будем использовать свойство 

(2.22) для оценки преобразования Фурье дробного интеграла Римана-

Лиувилля и преобразования Фурье дробных производных. 

Преобразование Фурье является полезным инструментом для анализа 

линейных динамических систем в частотной области. 

Другим полезным свойством преобразования Фурье, которое часто ис-

пользуется в решении прикладных задач, это преобразование Фурье произ-

водных функции h(t). А именно, если h(t), )(,),( )1( thth n−′ …  стремятся к нулю 

при t → ±∞, тогда преобразование Фурье n-й производной h(t) равно 

).()(});({ ωωω e
nn

e HjthF −=  

Преобразование Фурье является мощным инструментом анализа ли-

нейных динамических систем в частотной области. 

 

Преобразование Фурье дробных интегралов 

Сначала оценим Фурье преобразование интеграла дробного порядка 

Римана-Лиувилля с нижним пределом а = −∞, т.е. 

,)()(
)(

1)( 1∫
∞−

−−
∞− −

Γ
=

t

t dgttgD τττ
α

αα  

где мы полагаем 0 < α <1. 

Давайте начнем с преобразования Лапласа функции 

)(
)(

1

α

α

Γ
=

−tth  

(см. выражение (2.11)), которое может быть записано как 

∫
∞

−−− =
Γ 0

1 .
)(

1 αα

α
sdtet st  

Примем s = − jω, где ω является вещественной величиной. Из теоремы 

Дирихле следует, что таком случае интеграл (2.25) сходится, если 0 < α <1. 

Следовательно, мы немедленно получим преобразование Фурье функции 

(2.24)

(2.23)

(2.25)
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в виде 

.)(});({ αωω −
+ = jthFe  

Сейчас мы можем найти преобразование Фурье дробного интеграла 

Римана-Лиувилля (2.24), которое может быть записан как свертка (2.21) 

функций h+(t) и g(t): 

).()()( tgthtfDt ∗= +
−

∞−
α  

Используя правило (2.22), мы получим 

),()(});({ ωωω αα GjtgDF te
−−

∞− =  

где G(ω) – преобразование Фурье функции g(t). 

Формула (2.28) дает также преобразование Фурье дробного интеграла 

Грюнвальда-Летникова )(tgDt
α−

∞− , потому что в рассматриваемом случае 

оно совпадает с преобразованием дробного интеграла Римана-Лиувилля. 

 

Преобразование Фурье производных дробного порядка 

Рассматривая нижний предел а = −∞ и требуя корректного поведения 

g(t) и ее производных при t → −∞ мы можем выполнить интегрирование по 

частям и записать интеграл Римана-Лиувилля в форме: 

 .1

),(
)(

)(
)(

1)( )(
1

)(

nn

tgDd
t

g
n

tgD nn
t

t

n

n

t

<<−

=
−−Γ

= −
∞−

∞−
+−∞− ∫

α

τ
τ

τ
α

α
α

α
 

Преобразование Фурье (2.29) с использованием преобразования Фурье 

дробного интеграла Римана-Лиувилля (2.28) и затем преобразование Фурье 

производной целого порядка (2.23) дает следующую формулу для экспонен-

циального преобразования Фурье Римана-Лиувилля с нижним пределом а = 

−∞: 

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)



13 
 

).()()()()(                          

});({)(});({ )(

ωωωωω

ωωω
αα

αα

GjGjj

tgFjtgDF
nn

n
e

n
e

−=−−=

−=
−

−

 

 

Дифференциальные уравнения дробного порядка  

и передаточные функции 

Система управления дробного порядка может быть описана с помощью 

дифференциального уравнения дробного порядка в форме [41, 43, 52]: 

),(...)()(                   

)(...)()(
01

01

01

01

tuDbtuDbtuDb

tyDatyDatyDa
mm

nn

mm

nn
βββ

ααα

+++=

=+++
−

−

−

−  

или с помощью непрерывной передаточной функции в виде [43, 52]: 

,
...
...)(

01

01

01

01
ααα

βββ

sasasa
sbsbsbsG

nn

mm

nn

mm

+++
+++

=
−

−

−

−  

где ),...,0(   ),,...,0(   ;0 mkbnkaDD kkt ==≡ γγ  − константы; и 

),...,0(   ),,...,0( mknk kk == βα  − произвольные вещественные числа. 

Без потери общности мы можем полагать, что αn > αn-1 > … > α0 , и βm 

> βm-1 > … > β0. 

 

 

 

 

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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Глава 3 

КОНТРОЛЛЕРЫ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 

Определение дробного PIλDδ-контроллера 

PIλDδ-контроллер дробного порядка (КДП) был предложен в [42 – 44] 

как обобщение ПИД контроллера с интегратором вещественного порядка λ и 

дифференциатором вещественного порядка δ. Передаточная функция такого 

контроллера в области Лапласа имеет вид: 

),0 ,(   ,
)(
)()( >++== − δλδλ sTsTK

sE
sUsC dip  

где Кр – константа пропорциональности, Тi – константа интегрирования, а Тd 

– константа дифференцирования. Как видно из рис. 3.1, внутренняя структу-

ра контроллера дробного порядка содержит параллельное соединение трех 

частей: пропорциональной, интегрирующей и дифференцирующей.  

 
Передаточная функция (3.1) соответствует во временной области дифферен-

циальному уравнению дробного порядка (3.2) 

).()()()( 00 ttDTttDTteKtu tdtip
δλ ++= −  

Приняв λ = 1 и δ = 1, мы получим классический ПИД контроллер. Если 

λ = 0 и Тi = 0, мы получим PDδ контроллер и т.д.  Все эти типы контроллеров 

являются частными случаями контроллера дробного порядка, который явля-

ется более гибким и дает возможность лучше приспосабливаться к динами-

ческим свойствам управляемых систем дробного порядка. 

(3.1) 

(3.2) 
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Необходимо заметить, что другой вид контроллера дробного порядка, 

который характеризуется band-limited lead effect, можно найти в доступной 

литературе [34, 36]: 

.  ,  ,      ,
1
1)( ττ

τ
τ

<′∈∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

′+
+

= RKRr
s
sKsC r

r
 

Этот тип контроллеров может быть реализован с использованием ре-

курсивного распределения полюсов и нулей [35]. 

Есть много других известных контроллеров дробного порядка. В каче-

стве примера можно отметить CRONE контроллер [34], интеграл не целого 

порядка и его применение в управлении [23] или TID компенсатор [22], кото-

рый имеет сходство по структуре с ПИД контроллером, но в отличие от него 

пропорциональный компонент заменен компонентом с наклонной АЧХ, 

имеющей передаточную функцию с показателем степени при s равном (−1/n). 

Результирующая передаточная функция TID (tilted, integrator, differentiator) 

контроллера имеет вид 

,)( 1 Ds
s
I

s
TsC n ++=  

где Т, I и D – константы контроллера и п – ненулевое вещественное число, 

лежащее предпочтительно между 2 и 3. Передаточная функция (3.4) более 

точно аппроксимирует оптимальную передаточную функцию и позволяет 

получить обобщенную характеристику, которая ближе к теоретически опти-

мальной характеристике, определенной Боде [3]. 

 

Свойства и характеристики контроллера 

Общие рассуждения 

Можно ожидать, что PIλDδ-контроллер (3.1) может улучшить характе-

ристики систем контроля за счет введения большего числа настраиваемых 

опций, которые интуитивно иллюстрируются на рис. 3.2. 

(3.3) 

(3.4) 
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Передаточная функция ПДК с комплексными нулями и полюсами, рас-

положенными в любом месте левой полуплоскости комплексной плоскости s, 

может быть переписана как  

,1/)2()()( λ

λλδ ωςω
s

ssKsC nn ++
=

+
 

где К – коэффициент усиления, ς − безразмерный коэффициент затухания, а 

ωn – собственная частота. Обычно мы выбираем ς < 1. При ς = 1, условие на-

зывается условием критического затухания [8]. 

Для широкого класса управляемых объектов мы рекомендуем дробный 

PInDδ-контроллер, который является частным случаем PIλDδ-контроллер, где 

λ = n, n ∈ N и δ ∈ R. Интегратор целого порядка является важным для исклю-

чения статической ошибки. Но с другой стороны дробный интеграл также 

важен для получения идеальной петлевой передаточной функции Боде, ха-

рактеризующейся постоянством фазового сдвига в желаемом частотном диа-

пазоне (например, [1, 3, 23, 51]).  

 

Идеальная передаточная функция в петле по Боде 

Боде предложил идеальную форму передаточной характеристики в 

петле ОС в своей работе по проектированию усилителей с обратной связью в 

1945. Идеальная петлевая передаточная функция имеет вид: 

,)(
α

ω ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

gc

ssL  

(3.5) 

(3.6) 
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где ωgc – желаемая частота среза, а α – наклон ската частотной характеристи-

ки. 

Запас по фазе равен Φm = π(1 + α/2) для всех значений коэффициента 

усиления. Запас по амплитуде Аm бесконечный. Постоянные фазовые сдвиги 

60°, 45° и 30° соответствуют наклонам АЧХ α = −1,33, −1,5, −1,66. 

Кривая Найквиста для идеальной передаточной функции по Боде явля-

ется просто прямой линией из начала координат под углом arg(L(jω)) = απ/2 

(см. [1, 39]). 

Передаточная функция по Боде (3.6) может быть использована как 

опорная система в следующей форме: 

Ks
KsGc
+

= α)(   (0 < α < 2), 

αs
KsGo =)(   (0 < α < 2), 

где Gc(s) – передаточная функция замкнутой петли, а Gо(s) – передаточная 

функция в открытой петле (рис. 3.3).  

 
Обобщенные характеристики идеальной передаточной функции по Бо-

де следующие: 

(а) Открытая петля: 

АЧХ: постоянный наклон −α20 дБ/дек. (рис. 3.4); 

• Частота перехода: функция К; 

• ФЧХ: горизонтальная линия на уровне −απ/2 (рис. 3.4); 

• Кривая Найквиста: прямая линия с аргументом −απ/2. 

(b) Замкнутая петля: 

(3.7) 

(3.8) 
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• Запас по амплитуде: Аm = бесконечный; 

• Запас по фазе: постоянная: Φm = π(1 − α/2); 

• Переходная характеристика: y(t) = KtαEα,α+1(−Ktα), 

где Eα,α+1 – функция Миттаг-Лефлера двух параметров [43]. 

 
 

Иллюстративный пример 

Мы можем проиллюстрировать свойства управления дробного порядка 

на примере. Предположим, что передаточная функция мотора постоянного 

тока  

)1(
)(

+
=

sJs
KsG m , 

с полезной нагрузкой J. Наша задача обеспечить постоянный фазовый сдвиг 

вне зависимости от изменения нагрузки. 

Предположим, что мы хотели бы иметь систему с замкнутой петлей, 

которая является нечувствительной к изменению усиления с постоянным фа-

зовым сдвигом в 60°. Идеальная передаточная функция в петле по Боде, ко-

торая дает этот фазовый сдвиг равна 

(3.9) 
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3
1)(

ss
sGo = . 

Так как Go(s) = C(s)G(s), то мы можем найти передаточную функцию 

контроллера в следующем виде 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 31

32
31

32 11)(
s

sK
s

s
K
JsC
m

, 

которая является особым случаем передаточной функции PIλDδ контроллера, 

где K = J/Km является константой контроллера.  

Фазовый сдвиг управляемой системы с прямым контуром контроллера 

Gc равен 

Φm = arg[C(jω0)G(jω0)] + π, 

где ω0 – частота среза. 

Полученный фазовый сдвиг равен 

Φm = arg[C(jω)G(jω)] + π = 
323

4
)(

1
34

ππππ
ω

=⋅−=+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

j
. 

Постоянный фазовый сдвиг не зависит от изменения нагрузки и коэф-

фициента К системы, а ФЧХ представляет горизонтальную линию на уровне 

−2π/3. 

Переходная характеристика замкнутой петли управления может быть 

выражена в виде: 

( )311
312 ,311

311
311

1

)1(
1)( +

++
+

+
− −=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
= tEt

ss
Lty , 

где переходная характеристика является независимой от нагрузки и α = 4/3. 

 

Проектирование параметров контроллера 

Настройка параметров PIλDδ контроллера осуществляется по заданным 

требованиям. Эти требования включают в себя, например, коэффициент за-

тухания, статическая ошибка (ess), динамические свойства и т.д. Один из ши-

роко распространенных методов является метод доминирующих корней [37], 

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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основанный на заданной мере стабильности и коэффициенте затухания замк-

нутой петли управления. Полагая, что желаемые доминирующие полюса яв-

ляются парой комплексно-сопряженных полюсов s1,2 = −σ ± jωd, находят ко-

эффициент затухания ς и собственную частоту ωn.  

Коэффициент затухания (меру стабильности) и собственную частоту 

можно найти из соотношений σ = ςωn и 21 ςωω −= nd . Проектные парамет-

ры Kp, Ti, λ, Td и δ могут быть определены численно из характеристического 

уравнения. В частности, для простого объекта управления с моделью P(s) это 

можно сделать, решая 

ddip
jsTTK

sPsC ωσδλ ±−=+1)()(min
,,,,

. 

Другой возможный путь для получения параметров контроллера – ис-

пользование формулы настройки, основанной на заданных коэффициенте 

усиления и фазовом сдвиге [52]: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

Φ−=ℜℑ+ℑℜ

Φ−=ℑℑ−ℜℜ

=ℜℑ+ℑℜ

−=ℑℑ−ℜℜ

,sin)]([)]([)]([)]([

,cos)]([)]([)]([)]([

,0)]([)]([)]([)]([

,1)]([)]([)]([)]([

mgggg

mgggg

pppp

m
pppp

jPjCjPjC

jPjCjPjC

jPjCjPjC
A

jPjCjPjC

ωωωω

ωωωω

ωωωω

ωωωω

 

где Фm – запас по фазе, Аm – запас по усилению, ωp и ωg - частота среза (0 дБ). 

Последним, но не менее важным, мы должны отметить оптимизацион-

ный алгоритм, основанный на минимизации интеграла абсолютной ошибки 

(IAE) [44]: 

∫∫ −==
tt

dttytwdttetIAE
00

|)()(||)(|)( , 

где w(t) – желаемая величина замкнутой петли управления, а y(t) – реальная 

величина замкнутой петли управления. 



21 
 

Этот метод не гарантирует желаемой меры стабильности замкнутой 

петли управления. Меру стабильности надо проверять дополнительно. Мы 

можем использовать метод, описанный в [39]. 
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Глава 4 

РАЗЛОЖЕНИЕ НА ЦЕПНЫЕ ДРОБИ (РЦД) 

РЦД: Общее введение 

Разложение на простые дроби используется как инструмент для проек-

тирования цепей, используемых для аналогового моделирования динамиче-

ских систем дробного порядка. Использование РЦД позволяет унифициро-

вать проектирование двух известных видов таких цепей, а именно, лестнич-

ные цепи и древовидные цепи. Кроме этого вводится понятие о вложенных 

многопетлевых системах управления, которые соответствуют РЦД. Предла-

гаемый метод проектирования аналоговых цепей для моделирования дина-

мических систем дробного порядка иллюстрируется несколькими примерами 

практической реализации вместе с соответствующими измеренными харак-

теристиками. 

 

РЦД и аппроксимирующие функции 

Хорошо известно, что разложение на простые дроби является методом 

оценки функций, которые часто сходятся более быстро, чем разложение в 

степенные ряды, и сходимость гораздо больше в области комплексной часто-

ты [45]. Результат такой аппроксимации для иррациональной функции G(s) 

может быть выражен в форме: 

...
)(
)(

)(
)(

)(
)()(           

...)(
)()(

)()(
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3

3
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sa
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sa
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sbsa
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где ai(s) и bi(s) – рациональные функции переменной s или являются констан-

тами. Применение метода приводит к рациональной функции )(€ sG , которая 

является аппроксимацией иррациональной функции G(s). 

(4.1) 
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С другой стороны для целей интерполяции рациональные функции 

иногда лучше аппроксимировать полиномами. Это, проще говоря, благодаря 

их способности моделировать функции с полюсами. (Как будет видно позже, 

точки ветвления цепей можно рассматривать как накопление месторасполо-

жения нулей и полюсов). Эти техники основаны на аппроксимации иррацио-

нальных функций рациональными функциями, определенными как отноше-

ние двух полиномов переменной s: 

ν
ν

μ
μ

ν

μ

sqsqq
spspp

sQ
sP

RsG miii
+++

+++
==≅ ++ …

…

10

10
))...(1( )(

)(
)(  

m + 1 = μ + ν +1 

проходя через точки (si, G(si)), …, (si+m, G(si+m)). 

 

РЦД и стабильность линейных систем 

Хорошо известно, что разложение на цепные дроби можно использо-

вать для исследования стабильности линейных систем. Для этого характери-

стический полином дифференциального уравнения системы Q(s) должен 

быть разделен на две части: "четную" часть (содержащую четные степени s) 

и "нечетную" часть (содержащую нечетные степени s), т.е. 

Q(s) = m(s) + n(s). 

Затем эти две части характеристического полинома используются для 

создания ее тестовой функции в форме дроби, в которой высшая степень s 

содержится в знаменателе: 

)(
)()(

sn
smsR =  или 

)(
)()(

sm
snsR = . 

 

Рациональная функция R(s) должна быть записана в виде непрерывной 

дроби: 

(4.2) 
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………  

Если bk > 0, k = 1, …, n, тогда система стабильна. Если некоторые bk от-

рицательны, то система нестабильна. 

Рассматривая непрерывную дробь (4.3) как инструмент проектирова-

ния соответствующей LC цепи, мы можем заключить, что стабильность ли-

нейной системы эквивалентна тому, что ее тестовую функцию можно реали-

зовать с помощью пассивных электрических компонентов. 

 

РДЦ и вложенные многопетлевые управляющие системы 

Давайте сейчас установим интересную новую связь между непрерыв-

ными дробями и вложенными многопетлевыми управляющими системами. 

Во-первых, вспомним известный факт, состоящий в том, что переда-

точная функция R(s) петли управления с отрицательной обратной связью, по-

казанная на рис. 4.1, дается выражением [8] 

.
)()(1
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+

=  

 
Из (4.4) немедленно следует, что передаточная функция схемы, изо-

браженной на рис. 4.2 равна 

,
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=  

где Y2n(s) = Y*
2n(s) + 1. 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 
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Используя уравнения (4.4) и (4.5), мы получим передаточную функцию 

системы, изображенной на рис. 4.3: 
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Комбинируя уравнения (4.4) и (4.5) мы найдем передаточную функцию 

вложенной многопетлевой системы, изображенной на рис. 4.4: 
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Тогда передаточную функцию системы, показанной на рис. 4.5, можно 

записать в виде соотношения 

(4.6) 

(4.7) 
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Продолжая этот процесс, мы получим передаточную функцию вложен-

ной многопетлевой системы, изображенной на рис. 4.6, в форме непрерыв-

ных цепных дробей, которые идентичны уравнению (4.1) 

)(
1)(

1)(                                                                  

1)(

1)(

1)(

1)()(

2
12

22

4

3

2

1

sY
sZ

sY

sY
sZ

sY
sZsZ

n
n

n
+

+

+
+

+
+=

−

−

"""""""""""  

 

(4.8) 

(4.9) 
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Похожим образом тому, что мы рассмотрели, можно получить РЦД пе-

редаточной функции другого интересного типа вложенной многопетлевой 

системы управления, изображенной на рис. 4.7.  

Оба типа вложенных многопетлевых систем, представленные в этом 

разделе, можно использовать для моделирования и реализации произвольных 

трансцендентных функций. Для этого передаточную функцию надо предста-

вить в виде цепной дроби, которая после ограничения может быть представ-

лена в виде  одной из вложенных многопетлевых систем, изображенных на 

рис. 4.6 или 4.7. 

 
 

РЦД и рациональные и иррациональные числа 

Каждое рациональное или иррациональное число может быть записано 

в форме РЦД. По существу процесс нахождения разложения в виде непре-

рывной дроби содержит два шага: если дробь m/n больше 1, тогда деление. 

Иначе дробь m/n записывают как 1/(n/m) и возвращаются к первому шагу. 

Продолжают до тех пор, пока не получат в числителе 1. РЦД часто исполь-

зуют для того, чтобы получить хорошую рациональную аппроксимацию для 

вещественных чисел. Давайте рассмотрим числа, записанные в виде: a0 + 

b1/(a1 + b2/( a2 + b3/( a3 + …))). В "простых" непрерывных дробях все bi, ∀i 

равны 1 и число может быть переписано как [a0, a1, a2, a3, …]. 
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Пример 4.5.1. 

РЦД для числа π, которое дает наилучшую аппроксимацию данного 

порядка можно представить как [3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, 1, 3, 1, 14, 2, 1, 1, 2, 

2, 2, 2, …]. Очень большое число 292 обозначает, что последующие члены 

дают хорошую аппроксимацию [13]. 

[3, 7, 15, 1] = [3, 7, 16] = 355/113 = 3,14159292… 

 



29 
 

Глава 5 

РАЦИОНАЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ДРОБНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

Предварительные соображения 

Существует много подходов к рациональной аппроксимации операто-

ров дробного порядка. Хорошо известно, что для целей интерполяции и 

оценки рациональные функции представляют полиномами благодаря их спо-

собности моделировать функции нулями и полюсами. Другими словами для 

целей оценки рациональные аппроксимации часто сходятся гораздо быстрее, 

чем степенные ряды и имеют шире область сходимости в комплексной плос-

кости. 

По существу кроме IIR формы аппроксимации мы можем также ис-

пользовать FIR форму аппроксимации, но IIR форма предпочтительнее FIR, 

т.к. имеет нули и полюса. Для хорошей аппроксимации передаточная функ-

ция должна быть стабильной и минимально фазовой.  

С другой стороны, необходимо напомнить о диффузивной реализации, 

предложенной в [29] и [14]. Несмотря на то, что отправные положение в этих 

работах совершенно отличны от отправных положений, рассматриваемых в 

данной книге, полученная в частотной области аппроксимация, как можно 

видеть, представляет собой рациональную аппроксимацию операторов дроб-

ного порядка. Более того, эти аппроксимации демонстрируют общие свойст-

ва, которые можно наблюдать во всех хороших рациональных аппроксима-

циях: они имеют нули и полюса, чередующиеся на отрицательной вещест-

венной оси комплексной плоскости s, а расстояние между последовательны-

ми полюсами и нулями уменьшается с улучшением аппроксимации за счет 

роста порядка полиномов числителя и знаменателя. Возможно, этот факт был 

отмечен в первую очередь [17], где возникла следующая идея: плотность че-

редования простых полюсов и нулей вдоль линии в s плане, некоторым обра-

зом, эквивалентна обрезанию ветвей; и sα, 0 < α < 1, выглядит как оператор, 

имеющий обрезание ветвей вдоль отрицательной реальной оси для аргумен-
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тов s в диапазоне (−π, π), но с иным, свободным расположением нулей и по-

люсов. 

 

Основной метод РЦД 

В основном [10], рациональная аппроксимация функции G(s) = s−α, 1 < 

α < 1 (дробный оператор интегрирования в частотной области) может быть 

получен путем РЦД функций: 

α)1(
1)(
sT

sHh
+

=  

α

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

s
sHl

11)(  

где Hh(s) – аппроксимация для высоких частот (ωT >> 1), а Hl(s) – ап-

проксимация для низких частот (ω << 1).  

Пример 5.2.1. 

Выполняя РЦД функции (5.1), с Т = 1, α = 0,5, мы получим: 

002844,0064,0478,0333,1
008995,01574,08433,0405,13513,0)( 234

234

1
++++

++++
=

ssss
sssssH  

Пример 5.2.2. 

Выполняя РЦД функции (5.2), с Т = 1, α = 0,5, мы получим: 

0256,0576,032,4129
0256,0448,04,24)( 234

234

2
++++

++++
=

ssss
sssssH  

 

Метод Карлсона 

Метод, предложенный Карлсоном в [4, 5], выведенный из регулярного 

процесса Ньютона, используемого для итеративной аппроксимации α-го 

корня, может быть рассмотрен как принадлежащий к этой группе. Исходной 

точкой этого метода является установление следующей зависимости: 
αα ))(()(     ;0))(())(( 1 sGsHsGsH ==−  

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 
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Определяя α = 1/q, m = q/2, на каждой итерации, начиная с начального 

значения H0(s) = 1, аппроксимирующая рациональная функция получается в 

виде: 

)()())()((
)()())()(()()( 2

1

2
1

1 sGmqsHmq
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ii

−++
++−

=
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−
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Пример 5.3.1. 

Начиная с H(s) = (1/s)1/2, H0(s) = 1, после двух итераций получим: 

136126849
98412636)( 234

234
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Метод Мацуды 

Метод, предложенный в [27], основан для аппроксимации иррацио-

нальных функций рациональными, полученными РЦД и подгонка первона-

чальной функции на множестве логарифмически расположенных точек. По-

лагая, что выбранные точки расположены в sk, k = 0, 1, 2, …, аппроксимация 

принимает вид: 
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Пример 5.4.1. 

При условиях G(s) = (1/s)1/2, finitial = 1, ffinal = 100 fk = {1, 1.7783, 3.1623, 

5.6234, 10, 17.783, 31.623, 56.234, 100}, получим: 

08551.0876.484.2013
1995.1284.20877.408549.0)( 234

234
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Метод Оусталупа 

Метод [34, 35, 36] основан на аппроксимации функции видa: 

H(s) = sμ,     μ ∈ R+ 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 
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с помощью рациональной функции: 
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используя следующую систему синтезируемых формул: 
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с ωu, соответствующей частоте единичного усиления и центральной частоте 

полосы частот, геометрически распределенной вокруг нее. Отсюда 

bhu ωωω = , ωh, ωb – высокая и низкая частоты полосы частот. 

Пример 5.5.1. 

Используя метод Оусталупа с: 

ωh = 102,          ωb = 10−2, 

в котором мы имеем α = η = 2,5119, полученная аппроксимация будет 

197,745,76812185,29810
105,29812185,76897,74)( 2345

2345

5
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ssssssH . 

 

Метод Шареффа 

Этот метод, предложенный в [6, 49], который очень близок методу 

Оусталупа, основан на аппроксимации функции вида 

α
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с помощью отношения полиномов от s в форме разложения на множители: 
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(5.8) 

(5.9) 

(5.10)

(5.11)
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где коэффициенты вычисляются так, чтобы получить максимальное отклоне-

ние от исходной амплитудной характеристики в частотной области у дБ. Оп-

ределяя  
)1(1010)1(10 10    ,10     ,10 αααα −− === yyy abba  

полюса и нули аппроксимирующей рациональной функции получаем приме-

нением следующих формул: 
i

i
i

iT abapzabppbpp )(,)(, 000 ===  

Число полюсов и нулей связано с желаемой полосой и допустимой 

ошибкой, используя выражение: 
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Пример 5.6.1. 

Для у = 2 дБ, рТ = 1, ω ∈ [10−1, 105], полученная аппроксимация равна: 

1,0497,785,768,12185,29
9986,079,291,12184,743,6)( 2345

234
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=
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Другие подходы 

Метод Роя 

Сейчас давайте рассмотрим подход Дутта Роя к аналоговой реализации 

интегратора s1/2 [10, Приложение]. 

Полагая в формуле Хованского [19, p. 107, (2.16)] а = 1, получим сле-

дующее РЦД для s1/2: 
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Конвергенты этой цепной дроби равны: 

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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Мы получили рациональную аппроксимацию интегратора половинного 

порядка другим методом, который также можно использовать для аналоговой 

реализации контроллера дробного порядка. 

 

Метод Ванга 

Этот метод был разработан для конструирования резистивно-

емкостных лестничных цепей и передающих линий, которые обладают 

обобщенным импедансом Варбурга As−α, где А – является независимой от уг-

ловой частоты, а 0 < α < 1. Этот импеданс появляется на электрод-

но/электролитном переходе, и др. Импеданс лестничной цепи или передаю-

щей линии может быть оценен и переписан как РЦД (см. также (6.1) и рис. 

6.2): 

…
+++

+=
sCRsCRsC

RsZ
22110

0
11111)(  

Величины резисторов и конденсаторов цепи определяются соотноше-

ниями 
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где 0 < α < 1, h – произвольное небольшое число, Г(⋅) обозначает гамма 

функцию, δko – символ Кронекера, а k – целое число, k ∈ [0, ∞]. 

 

 

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)
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Метод Джонса 

Этот метод был описан в [17] и был разработан для дробного оператора 

sα, который аппроксимируется рациональной функцией P(s)/Q(s). 

Для того, чтобы реализация была конечным числом элементов цепи, 

аппроксимация P(s)/Q(s) должна быть положительной рациональной функ-

цией. Это означает, что корни pi P(s) и корни qi Q(s) являются чередующими-

ся на отрицательной вещественной оси в s-плане. Было обнаружено, что кор-

ни pi и qi  появляются в виде взаимных пар для недемпфированной собствен-

ной частоты и коэффициента ς. Таким образом, для нечетных N аппроксима-

ция имеет вид: 

.
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ps

ps
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ω
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Так как она симметричная, то сложная проблема уменьшается в поло-

вину, когда N – нечетная. 
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Глава 6 

ОБЩИЙ ПОДХОД К ФРАКТАНСНЫМ УСТРОЙСТВАМ 

Введение во фрактансные устройства 

Что такое фрактанс? 

Схема, проявляющая поведение дробного порядка, называется фрак-

тансом [43]. Фрактансные устройства имеют следующие характеристики 

[31]. Во-первых, фазовый угол является постоянным и не зависит от частоты 

в широком диапазоне частот. Во-вторых, на его основе можно сконструиро-

вать фильтр, имеющий умеренные характеристики, которые нельзя реализо-

вать, используя обычные устройства. 

В настоящее время известны три основных фрактансных устройства. 

Наиболее популярное из них – лестничная схема. Также достаточно часто 

используются цепи с ветвящейся структурой и некоторые передающие линии 

(или симметричные лестничные цепи). 

Проектирование фрактансов можно выполнить легко, используя лю-

бую вышерассмотренную рациональную аппроксимацию или усеченное 

РЦД, которое также дает рациональную аппроксимацию (см., например, 

[15]). Усеченное РЦД не требует никаких преобразований; рациональная ап-

проксимация, основанная на любых других методах, должна быть преобразо-

вана к форме цепной дроби. Если все коэффициенты полученного РЦД явля-

ются положительными, тогда фрактанс можно сделать на основе классиче-

ских элементов (резисторов и конденсаторов). Если некоторые из коэффици-

ентов отрицательны, тогда фрактанс можно сделать с помощью конверторов 

отрицательного импеданса (КОИ). 

 

Конверторы отрицательного импеданса 

Можно показать, что используя РЦД для аналоговой реализации про-

извольных передаточных функций, можно получить отрицательные импе-

дансы. Их исследование не известно. Например, в статье [10] Дутта Рой, об-

ращаясь к РЦД Хованского для х1/2, найденном в [19], делает замечание, что 
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"… если х заменить на комплексную частоту s, то реализация потребу-

ет отрицательных сопротивлений. Таким образом, РЦД [Хованского] не ка-

жется полезным для реализации фрактальных индуктивности или емкости." 

Затем он описывает метод для обхода этой трудности, который дает 

РЦД с положительными коэффициентами. 

Однако возможность реализации отрицательных импедансов в элек-

трических схемах была еще отмечена Боде [3, гл. 9]. Позже, в 1970, когда 

появились операционные усилители, которые существенно упростили созда-

ние схем, проявляющих отрицательное сопротивление, отрицательную ем-

кость, отрицательную индуктивность. Такие схемы называются конвертора-

ми отрицательного импеданса [9]. 

Простейшая схема КОИ (или токового инвертора) изображена на рис. 

6.1. Схема содержит ОУ, два резистора с равными сопротивлениями R и ком-

понент с импедансом Z. В целом схема, рассматриваемая как единый эле-

мент, имеет отрицательный импеданс −Z. Это означает, что Iin = Vin/(−Z). 

Для примера, поставив резистор сопротивлением RZ, вместо элемента 

−Z, мы получим схему, которая ведет себя как отрицательное сопротивление 

− RZ. Отрицательное сопротивление означает, что если такой элемент, на-

пример, с сопротивлением − 10 кОм, соединить последовательно с классиче-

ским резистором сопротивлением 20 кОм, то результирующее сопротивление 

будет равно 10 кОм. 
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Лестничная цепь 

Лестничные цепи могут аппроксимировать дробный оператор более 

эффективно, чем обычные цепи с сосредоточенными параметрами [10, 30]. 

Рассмотрим схему, изображенную на рис. 6.2, где Z2k−1(s) и Y2k(s), k = 1, 

…, n, дают импедансы схемных элементов. Результирующий импеданс всей 

схемы Z(s) может быть найден легко, если мы рассмотрим его в направлении 

справа-налево:  
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Взаимосвязь между лестничной цепью с ограниченным числом элемен-

тов, показанной на рис. 6.2, и цепной дробью (6.1) обеспечивает легкий ме-

тод проектирования схемы с заданным импедансом Z(s). Для этого надо по-

лучить РЦД для Z(s). Затем полученные конкретные выражения для Z2k−1(s) и 

Y2k(s) дадут типы необходимых компонентов схемы и их номинальные значе-

ния. 

 
Пример 6.2.1. 

Чтобы спроектировать схему с импедансом 

ss
sssZ
+

++
= 3

24 14)(  

мы должны представить Z(s) в виде РЦД 

(6.1) 

(6.2) 
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Из этого разложения следует что 

.
3
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9)(    ;)( 4231 ssYssYssZssZ ====  

Следовательно, для аналоговой реализации в первой форме Кауэра ка-

нонической LC схемы [20] мы должны выбрать следующие величины кату-

шек и конденсаторов: 

.
3
2    ;

3
1    ;

2
9    ;1 4231 ==== CCLL  (Индуктивность – Гн, емкость – Ф). 

Пример 6.2.2. 

Функция Z(s), заданная уравнением (6.2) можно записать также в в ви-

де  
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Из этого выражения следует, что  
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Следовательно, для аналоговой реализации во второй форме Кауэра 

канонической LC схемы [20] мы должны выбрать следующие величины ка-

тушек и конденсаторов: 

.
2
3    ;3    ;

9
2    ;1 4231 ==== LLCC  (Индуктивность – Гн, емкость – Ф). 

Пример 6.2.3. 

Чтобы спроектировать схему с импедансом 

(6.3) 

(6.4) 
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мы должны представить Z(s) в виде РЦД 
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Из этого разложения следует что 

.
2
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12
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1)( 4231 ssYssYssZssZ −==−==  

Следовательно, для аналоговой реализации в первой форме Кауэра ка-

нонической LC схемы [20] мы должны выбрать следующие величины кату-

шек и конденсаторов: 

.
2
3    ;2    ;

12
1    ;

2
1

4231 −==−== CCLL  (Индуктивность – Гн,  

емкость – Ф). 

Здесь мы видим отрицательные индуктивности и емкости. Такие эле-

менты не могут быть реализованы обычными пассивными электрическими 

элементами. Однако они могут быть реализованы с помощью активных ком-

понентов, а именно ОУ. Мы можем реализовать КОИ, который описан в пре-

дыдущем разделе. 

 

Цепи в виде передающих линий 

Рассмотрим схему, изображенную на рис. 6.3, где Z2k−1(s) и Y2k(s), k = 1, 

…, n, дают импедансы схемных элементов. Эта структура известна как пере-

дающая линия или симметричная лестничная цепь.  

(6.6) 

(6.5) 
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Результирующий импеданс Z(s) всей схемы можно выразить в виде 

РЦД, описанного в (6.1) с симметричным распределением элементов Z2k−1(s) 

= Z2k(s) и Y2k−1(s) = Y2k(s), k = 1, …, n. 

В том случае, если мы положим в линии одинаковые элементы звеньев 

в последовательной ветви (Za) и одинаковые элементы звеньев в параллель-

ной ветви (Zb), то получим структуру, изображенную на рис. 6.4. 

 
Импеданс передающей линии такого рода, который можно использо-

вать как модель реальной кабельной линии (решенной Хэвисайдом в 1887), 

можно выразить как 

.)( baZZsZ =  

Если мы подставим Za = R и Zb = 1/sC, тогда импеданс будет равен 

.|)( 4/2/12/1
ω

πω js
je

C
Rs

C
RsZ =

−−− ==  

 

Цепь древовидной структуры 

Рассмотрим общий импеданс фрактансной схемы как показано на рис. 

6.5, которая имеет рекурсивную структуру с комбинацией двух импедансов 

Za и Zb. Импеданс определяется как геометрическое среднее Za и Zb, 

.)( baZZsZ =  

(6.7) 

(6.8) 
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Если мы подставим Za = R и Zb = 1/sC, тогда импеданс показывает 

фрактансные характеристики как (см. также (6.8)) 

,|)( 4/2/12/1
ω

πω js
je

C
Rs

C
RsZ =

−−− ==  

которое является дробным интегралом с абсолютной величиной импеданса 

пропорциональной ω−1/2 и фазовый угол является константной, равной π/4, не 

зависящей от частоты. 

 
Однако невозможно сконструировать такую бесконечную структуру, 

как показано на рис. 6.5. Следовательно, оказывается важным изучить влия-

ние числа каскадов в рекурсивной самоподобной (двоичной) структуре на 

характеристики импеданса [31]. 

Подобная древообразная структура изучалась как фрактальная модель 

шероховатой поверхностной границы двух материалов с очень разными про-

водимостями, т.е. типа электрод-электролит [21]. Там была описано немного 

отличающаяся структура древовидной цепи, в которой емкость С была оди-

наковой во всех каскадах, а сопротивление R возрастает с коэффициентом а в 

каждом каскаде. Результирующий импеданс Z(s) имел форму РЦД. 
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Глава 7 

РЕАЛИЗАЦИЯ КОНТРОЛЛЕРОВ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 

Введение в аналоговую реализацию 

Контроллер целого порядка (ПИД) можно точно реализовать на основе 

обычных элементов с сосредоточенными параметрами (резистор, катушка, 

емкость). Задачу получения непрерывной реализуемой модели контроллера 

дробного порядка можно рассматривать как задачу получения рациональной 

аппроксимации )(€ sGc  иррациональной передаточной функции Gc(s). 

Как можно видеть из выражений для передаточной функции контрол-

лера дробного порядка (3.1), соответствующего дифференциальному уравне-

нию (3.2), а также из определения Римана-Лиувилля (2.3) и (2.4), они требу-

ют для контроллера дробного порядка наличия неограниченной памяти и, 

следовательно, бесконечного числа элементов схемы (фрактанса). Единст-

венным путем реализации такого контроллера является замещение бесконеч-

но элементной схемы схемой с конечным числом элементов, основанной на 

аппроксимации передаточной функции. 

КДП можно реализовать с помощью РЦД [18] рациональной аппрок-

симации (7.1), когда мы можем получить непосредственно номиналы рези-

сторов, катушек и конденсаторов, соединение которых и создает результи-

рующий импеданс ZF(s). 

Некоторые полезные способы рациональной аппроксимации описаны в 

главе 5. Рациональную аппроксимацию дробного интеграто-

ра/дифференциатора можно формально представить как: 

),(
)(
)(

,

sZ
sQ
sP

s F
qpq

p =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≈±α  

где р и q – порядки рациональной аппроксимации, Р и Q – полиномы степени 

р и q, соответственно. Блок-схема аналоговой реализации оператора дробно-

го порядка показана на рис. 7.1. 

(7.1) 
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Реализация дробного контроллера Iλ 

Описание схемы 

Для экспериментальных измерений мы построили контроллер дробно-

го порядка Iλ, который является частным случаем PIλDμ контроллера (при Кр 

= 0 и Тd = 0). Контроллер был реализован в трех формах, а именно: на основе 

симметричной лестничной линии передачи (рис. 7.2) для п = 6, на основе 

обычной лестничной цепи (рис. 7.3) при п = 6 и на основе древовидной 

структуры (рис. 7.4) при п = 4.  

 

 
Фрактансы с импедансом ZF были включены в обратную связь опера-

ционного усилителя (рис. 7.1). Необходимо отметить, что описанные методы 

работают для произвольного порядка, но схемные элементы, которые могли 

бы это обеспечить, обычно недоступны. По этой причине в нашем экспери-

менте мы предложили и реализовали интегратор с порядком λ = 0,5. 
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Напомним, что в этом простом случае порядок контроллера может 

быть реализован также с использованием методов, описанных в [31, 33, 38, 

54], которые не включают точные рациональные аппроксимации. 

В том случае, если мы будем использовать одинаковые резисторы в по-

следовательной ветви и одинаковые конденсаторы в параллельных ветвях 

фрактансов, то поведение схемы будет подобно интеграто-

ру/дифференциатору половинного порядка. Мы использовали все резисторы 

с номиналом 1кОм, а конденсаторов – 1мкФ. Для более точного измерения 

мы использовали два ОУ типа TL081CN с инвертирующим включением. 

Резисторы R1 и R2 равны 22кОм. Постоянная интегрирования Ti может 

быть вычислена из соотношения )/(/1 2 CRRT ii ∗=  и для Ri = 22кОм полу-

чим Ti = 1,4374. Передаточная функция реализованного аналогового кон-

троллера дробного порядка Iλ будет 

G(s) = 1,4374s−0,5. 

Регулировка постоянной интегрирования Ti контроллера дробного по-

рядка Iλ, изображенного на рис. 7.1, была выполнена резистором Ri. Если мы 

изменим резистор Ri, то величина постоянной интегрирования изменится в 

заданном интервале. 
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Для измерений мы использовали частоту 100 Гц и амплитуду ± 10 В. 

 

Экспериментальные результаты 

Аппроксимация s−0,5 с помощью линии передачи 

На рис. 7.5 и рис. 7.6 – 7.9 представлены измеренные характеристики 

реализованного аналогового контроллера дробного порядка Iλ, в котором ин-

теграл половинного порядка был аппроксимирован линией передачи, изо-

браженной на рис. 7.2.  

 
Как можно видеть из рис. 7.5, этот контроллер хорошо аппроксимирует 

заданный порядок в диапазоне частот [102 рад/с, 5⋅102 рад/с]. (Для сравнения 

смотри ожидаемый график Боде, изображенный на рис. 3.2.2). 
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Аппроксимация s−0,5 с помощью лестничной цепи 

На рис. 7.10 и рис. 7.11 – 7.14 представлены измеренные характеристи-

ки реализованного аналогового контроллера дробного порядка Iλ, в котором 
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интеграл половинного порядка был аппроксимирован лестничной цепью, 

изображенной на рис. 7.3. Как можно видеть из рис. 7.10, этот контроллер не 

очень хорошо аппроксимирует заданный порядок при небольшом числе RC-

звеньев. (Для сравнения смотри ожидаемый график Боде, изображенный на 

рис. 3.2.2). 
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Аппроксимация s−0,5 с помощью линии передачи 

На рис. 7.15 и рис. 7.16 – 7.19 представлены измеренные характеристи-

ки реализованного аналогового контроллера дробного порядка Iλ, в котором 

интеграл половинного порядка был аппроксимирован линией передачи, изо-

браженной на рис. 7.4.  
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Как можно видеть из рис. 7.15, этот контроллер хорошо аппроксимиру-

ет заданный порядок на частоте [2⋅102 рад/с]. (Для сравнения смотри ожи-

даемый график Боде, изображенный на рис. 3.2.2). 
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Реализация PIλ контроллера дробного порядка 

Описание схемы 

Для экспериментальных измерений мы построили контроллер дробно-

го порядка РIλ, который является частным случаем PIλDμ контроллера (при Тd 

= 0). Контроллер был реализован в трех формах, а именно: на основе симмет-

ричной лестничной линии передачи (линия передачи, п = 6) – аппроксимация 

Карлсона. Фрактансы с импедансом ZF были включены в обратную связь 

операционного усилителя (рис. 7.20). В нашем эксперименте мы предложили 

и реализовали интегратор с порядком λ = 0,5. 

В том случае, если мы будем использовать одинаковые резисторы в по-

следовательной ветви и одинаковые конденсаторы в параллельных ветвях 

фрактансов, то поведение схемы будет подобно интеграто-

ру/дифференциатору половинного порядка. Мы использовали все резисторы 

с номиналом 1кОм, а конденсаторов – 1мкФ. Для более точного измерения 

мы использовали два ОУ типа TL081CN с неинвертирующим включением. 

Резисторы R1 и R2 равны 22кОм. Пропорциональная часть К была реа-

лизована на отдельном ОУ с резисторами R3 = 11кОм и R4 = 22кОм. Для про-

порционального усилителя мы можем записать формулу: 

Кр = R4/ R3 

Постоянная интегрирования Ti может быть вычислена из соотношения 

)/(/1 2 CRRT ii ∗=  и для Ri = 22кОм получим Ti = 1,4374. Передаточная 

функция реализованного аналогового контроллера дробного порядка РIλ бу-

дет 

G(s) = 2 + 1,4374s−0,5. 

Регулировка постоянной интегрирования Ti контроллера дробного по-

рядка РIλ, изображенного на рис. 7.20, была выполнена резистором Ri. Если 

мы изменим резистор Ri, то величина постоянной интегрирования изменится 

в заданном интервале. 

Для измерений мы использовали частоту 100 Гц и амплитуду ± 10 В. 
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Блок-схема аналоговой реализации контроллера дробного порядка РIλ 

показана на рис. 7.20. 

 
 

Экспериментальные результаты 

На рис. 7.21 и рис. 7.22 – 7.25 представлены измеренные характеристи-

ки реализованного аналогового контроллера дробного порядка РIλ, в котором 

интеграл половинного порядка был аппроксимирован линией передачи, изо-

браженной на рис. 7.2.  

Как видно из рис. 7.21 эта реализация аналогового контроллера дроб-

ного порядка РIλ обеспечивает хорошую аппроксимацию в широком частот-

ном диапазоне. 
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Глава 8 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В этой книге мы продемонстрировали, что предложенное использова-

ние РЦД является хорошим общим подходом для получения устройств 

(фрактансов), описываемых дифференциальными уравнениями дробного по-

рядка или передаточными функциями дробного порядка. Более того, этот 

подход может быть использован для реализации других типов систем с 

трансцендентными передаточными функциями, которые могут быть пред-

ставлены цепными дробями. Кроме того, было показано, что любая рацио-

нальная аппроксимация передаточной функции может быть использована для 

проектирования соответствующих аналоговых схем, даже если некоторые 

коэффициенты результирующего РЦД являются отрицательными. 

Мы также ввели два типа вложенных многопетлевых систем, которые 

могут легко использовать для моделирования, симуляции, реализации систем 

и контроллеров дробного порядка, для которых рациональная аппроксимация 

передаточной функции может быть получена. 

Данное представление проиллюстрировано несколькими примерами, 

включая аналоговую реализацию Iλ и PIλ контроллеров, для которых были 

получены экспериментальные результаты. Для упрощения мы использовали 

только интегрирование половинного порядка, которое было реализовано с 

помощью самоподобных структур фрактансов, в которых число звеньев яв-

ляется важным фактором хорошей аппроксимации дробной операции. 

На примере реализации Iλ контроллера можно просто получить также и 

дробный Dδ контроллер. По крайней мере, все, что необходимо сделать – по-

ставить конденсатор вместо резистора Ri на входе первого ОУ. Это показано 

на рис. 8.1. Это было выполнено и некоторые измерения проведены в [53]. 
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Второй путь – поместить дифференциатор первого порядка на выходе 

первого ОУ. Согласно свойству дробного оператора, мы получим IλD1 = D1−λ. 

Этот подход отражен на рис. 8.2. 

 
Третий путь – обменять фрактансные устройства. Вместо того, чтобы 

фрактанс включать в цепь обратной связи ОУ, мы можем включить фрактанс 

на вход ОУ (см. рис. 8.3). Тогда мы получаем оператор в форме Dδ = 1/Iλ. 

 
Хотя цифровые контроллеры используются более часто для регулиро-

вания во многих типах процессов, но, как отмечено во введении, роль анало-

говых контроллеров недооценена. Конечно, цифровые контроллеры имеют 

несколько естественных ограничений, происходящих из их дискретной при-

роды, такие как шаг дискретизации и время вычислений, которое менее зна-

чимо чем шаг дискретизации. Это иногда делает использование цифровых 

контроллеров практически невозможным, особенно в случаях быстрых про-
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цессов (вибрации, скорость и т.д.). Альтернативный подход, чтобы управлять 

этими процессами – использование аналоговых контроллеров. 
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